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Решение задачи С1. 

Обозначим через G  вес твердого тела, образованного стержнем АВ 

и материальной точкой на его конце В (рис. 1). Из условия задачи: 

РG 8 . Обозначим центр тяжести этого твердого тела через С, а дли-

ну стержня через l. Будем отсчитывать ось х от точки В вдоль луча ВА. 

По формуле для центра тяжести: 
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Запишем пока одно из уравнений равновесия тела АВ : 

0sin 1  NGF
k

kx . 

 
2

1

G
N  . (2) 

Сила трения трF , действующая со стороны диска на АВ, может 

быть направлена параллельно оси y в одном из двух возможных 

направлений. Формально выбираем одно из них, как указано на ри-

сунках. При этом в уравнениях равновесия будем использовать обо-

значение yтрF ,  с учетом знака проекции. По 3-му закону Ньютона: 

тртр FF / , тртр FF / . C учетом этого при равновесии диска (рис. 2): 

   0))cos(()sin(cos ,1  RRFRNQRFM yтрk
k

О .(3) 

C учетом (2): 
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При равновесии выполняется: 1,1 fNFfN yтр  . Тогда из (4) с 

учетом (2): 
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 GQGG  42 . (5) 

Из левого неравенства в (5): 

 GQ
4
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 . (6) 

Из правого неравенства в (5): 
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Очевидно, что твердое тело АВ не может опрокинуться против ча-

совой стрелки вокруг крайней левой точки наклонной поверхности в 

случае 0, yтрF , так как плечо трF  относительно этой точки по усло-

вию пренебрежимо мало по сравнению с плечом силы G . Для того, 

чтобы АВ не опрокинулся по часовой стрелке относительно точки В в 

случае 0, yтрF , должно быть: 

   0
16

cos 2,  hNlF
l

GFM yтрk
k

В . (8) 

Здесь h – расстояние до точки В от точки приложения равнодей-

ствующей нормальной реакции 2N  со стороны наклонной поверхно-

сти. Условие неопрокидывания: 0h , т.е. точка приложения 2N  

должна находиться на отрезке АВ. Тогда из (8):  

0
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cos ,  lF
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G yтр . 
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3
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G
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Из (9) с учетом (4): 

324

2

32

3






QGG
. 

 GQ
32

3213
 . (10) 

Коэффициент 298,0
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(7), (10) получаем искомое условие: 
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Замечание. Еще одно уравнение равновесие АВ: 

 0cos2,  GNFF yтр
k

ky .  
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Так как 02 N :  0cos ,  yтрFG . Это выполняется в силу (9). Из 

этого следует невозможность полного отрыва тела АВ от наклонной 

плоскости. Но это и так достаточно очевидно из общих соображений. 

Ответ.  PQP 6
4

3213



. 

 

Решение задачи С2. 

1). Обозначим lАСАВ  , α – угол 

между стержнями и вертикалью y 

(рис. 3). Пусть вес Q  приложен к неко-

торой точке К стержня АС. Обозначим 

аАК  , lа 0 . Силы реакции высту-

пов DN  и ЕN  перпендикулярны стерж-

ням. Достаточно записать два уравнения 

равновесия твердого тела ВАС: 

 0sinsin  ED
k

kх NNF . (1) 

   0sin
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l

P
l

N
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NFM EDk
k

А , (2) 

Из (1) получим:  

 ED NN  .  (3) 

Из (2) с учетом (1): 

                   
Q

Pl
а

2
 .                                               (4) 

Так как величина а может изменяться в пределах lа 0 , то из (4) 

получаем условие: 

2

P
Q  . 

2). Вначале рассмотрим равновесие невесомого стержня АС 

(рис. 4). Введем оси х и у перпендикулярно и параллельно АС, соот-

ветственно. Укажем силы реакции шарнира АХ , АY . Однако, из урав-

нения равновесия  
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0 A
k

ky YF  

сразу следует  

 0AY .  (5) 

Таким образом, АС находится под действием системы параллель-

ных сил. Кроме того, 

  0
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XFM СAK
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Далее рассмотрим равновесие стержня АВ. С учетом (5) к его точке 

А приложена сила реакции АА XX / . 

    0
2

290sin
2

/ 
l

X
l

NFM o
ABk

k
D . 

                           2cosAB XN .                   (7) 

Заметим, что (7) получается независимо от того, будет ли 

0290 o  как на рис. 4, либо 0290 o . 

 Из (6) и (7) получаем: 

  2cosСB NN . (8) 

Отметим, что 0СN  не может реализоваться. Иначе из (8): 

0ВN  и из (6): 0АХ . При этом стержень АВ находится под дей-

Рис. 4 
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ствием системы двух непараллельных сил  DNP , . Это противоречит 

равновесию АВ. 

Таким образом, должно выполняться:  

 0СN ,  (9) 

 0ВN , 0DN , 0EN . (10) 

Рассмотрим три случая в зависимости от знака 2cos . 

1. Если 02cos  , то в силу (9) из (8) следовало бы 0ВN , что 

противоречит (10). Значит, этот случай не может реализоваться. 

2. Если 02cos  , то из (8): 0ВN . При этом 2/2  ,  

ВАX А 
/  и АВ находится под действием системы сходящихся сил 

 АD XNP ,, . Из двух уравнений равновесия для проекций выражаются 

через Р значения 0DN  и 0АХ . Из (6) получаем 0 АС ХN . 

Далее, из 0
k

kхF  для АС получаем 02  АЕ ХN . Итак, условия (9), 

(10) и все уравнения равновесия выполняются непротиворечиво. 

3. Если 02cos  , то с учетом (9) из (8): 0ВN . При этом 

2/20  , АВ находится под действием плоской системы сил 

 АDВ XNNP ,,, . В уравнении 

         0 DААBАk
k

А NMPMNMFM  (11) 

первые два момента положительны, значит   0DА NM  и поэтому 

0DN . Несложно заметить, что система трех уравнений равновесия 

тела АВ с тремя неизвестными реакциями решается однозначно. Из (7) 

получаем значение 0АХ . (Подробнее, из уравнения проекций на 

прямую АВ: )sin2/(  PХ А . Из (7): )sin2/(2cos  PNB . Из (11):  

 sin/cos2PND .)  

Далее, рассуждая, как в случае 2, получаем значения 0СN , 

0ЕN . Итак, условия (9), (10) и все уравнения равновесия выполня-

ются непротиворечивым образом. 
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Таким образом, система находится в равновесии в случаях 2 и 3, то 

есть при 2/20  , откуда следует первый ответ: 

4/0  . 

При этом из (8) получаем второй ответ: 

 2cos/ СB NN . 

Замечание 1. В качестве дополнения 

укажем, каким образом произойдет вы-

ход из равновесия в случае 1 (рис. 5). 

Под воздействием веса P  произойдет 

малое перемещение АВrd D  . Тогда 

СA rdrd  , САrd A  , что возможно 

именно в силу 2/2  . Для обоснова-

ния этого удобно рассмотреть малое перемещение точки А как слож-

ное: rAeAA rdrdrd ,.  , где переносная составляющая, связанная с по-

воротом А вокруг D: АВrd eA . , а относительная составляющая, свя-

занная с поступательным перемещением АВ: DrA rdrd . . 

Замечание 2. Требование, чтобы все нормальные реакции были 

строго положительны, было бы излишним. Это иллюстрирует случай 

2, когда при равновесии реализуется 0ВN .    

Замечание 3. Одной лишь неотрицательности нормальных реакций 

недостаточно для утверждения о равновесии системы. Необходимо 

убедиться в непротиворечивости системы уравнений равновесия.  

Например, рассмотрим известную задачу о лестнице, в состоянии 

покоя опирающейся концами на гладкие пол и стену. Отрыва концов 

лестницы от опор при этом не будет, то есть обе нормальные реакции 

положительны. Но лестница из-за отсутствия трения не будет нахо-

диться в равновесии. Строго обосновать это позволяет попытка ре-

шить систему уравнений равновесия, приводящая к противоречию из-

за того, что в трех уравнениях содержатся две неизвестные реакции.    

Другой пример может быть получен, если в нашей задаче отбро-

сить стержень АС, а для стержня АВ одну из опор расположить не в 

Рис. 5 
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середине D, а несколько ближе к концу В. Тогда стержень АВ начнет 

соскальзывать вдоль своей линии. При этом обе нормальные реакции 

опор будут положительными. Однако не соблюдается условие равен-

ства нулю проекций сил на ось, параллельную АВ. 

Ответ.  1). 
2

P
Q  .    2). 4/0  .    2cos

С

B

N

N
. 

 

Решение задачи К1. 

Из условия получаем: 

0)(
2

2

2

1
2

1
 t

dt

d

dt

xd
ax . 

Значит, вектор Мa  ускорения точки 

М перпендикулярен оси 1х  (рис. 5). 

Тогда углы между Мa  и осями 3х  и 2х  

равны о30  и  о60 , соответственно. 

            tt
dt

d
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xd
ax 6)( 3

2

2
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3
 .         (1) 

С другой стороны:  

         
2

3
30cos

3

а
aax   .              (2) 

Приравнивая (1) и (2), находим: 

 
3

12t
a  . (3) 

Тогда с учетом (3) получаем: 

t
t

aax 32
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1

3

12
60cos

2
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Ответ.  ttax 32)(
2
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Решение задачи К2. 

Способ 1 (аналитический). 

1). Обозначим для произвольного мо-

мента времени: КBО , BOK  

(рис. 7). Тогда  )2/( , откуда 

                          .                       (1)  

Обозначим ОBхB  . В OAB : 

 )3/2()3/(ОАВ . По тео-

реме синусов: 

)3/sin())3/2sin(( 




ABхB . 

 ))3/2sin((
3

2


l
хB . (2) 

Дифференцируем (2) по времени с учетом (1): 

 ))3/2cos((
3

2
)())3/2cos((

3

2





ll
хB

 . (3) 

Для рассматриваемого положения механизма отрезок ОК является 

одновременно высотой и медианой в АВС , откуда ОВОА  . А так 

как о60АОВ , то  АВС  – правильный и о60 . 

Таким образом, при 3/  из (3) получим:  

 
3

3
)3/cos(

3

2 





ll
хv BB
 . (4) 

2). Дифференцируем (3) по времени с учетом (1): 

   ))3/2sin((
3

2
)())3/2sin((

3

2 2








ll

хB
 . (5) 

При 3/  из (5):  

 2
2

)3/sin(
3

2



 l

l
хB
 . (6)   

Обозначим ОKs  . Из прямоугольного ОВК : 

  φ 

A 
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B 

К 

Рис. 7 
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  sinBxs . (7) 

Дифференцируем (7) по времени дважды с учетом (1): 

  cossincossin BBBB xxxxs  . (8) 

   sincoscossin BBBB xxxxs  

  sincos2sin 2
BBB xxx  . (9) 

При 3/ : lхB  . Из (9) получим с учетом (4), (6):  

 
3

34

2

3

2

1

3

3
2

2

3 2
22 





l

l
l

ls .  

Ускорение крестовины К относительно ОС по модулю равно: 

 
3

34 2


l
sаr
 . (10) 

Способ 2 (геометрический). 

1). Так как угол между стержнями все 

время равен 90
о
, очевидно, что угловая 

скорость АВ также равна   и направле-

на по часовой стрелке (рис. 8). (Строгое 

обоснование следует из (1)). 

На пересечении к перпендикулярам к 

Av  и Вv  строим мгновенный центр  ско-

ростей Р для стержня АВ. Так как для 

данного положения механизма АВС  – 

правильный, то о30BOK , откуда 
о60ОРB . 

3/
2/3

2/

60sin о
l

lBК
BP  . 

 
3

3 


l
BPvB . 

 

2). Движение точки К рассмотрим как сложное движение двумя 

различными способами (рис. 9).  
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При 1-м способе относительным движением будет скольжение 

точки К вдоль стержня ОС, а переносным – вращение К вместе с ОС. 

При этом: 1,1, reK vvv  , где OCvr ||1, , ОКve 1, ,  

  lОКve )2/3(1, . (11) 

При 2-м способе относительным движением будет скольжение 

точки К вдоль стержня АВ, а переносным – движение точки /К  

стержня АВ, положение которой в данный момент совпадает с поло-

жением точки К. При этом : 2,2, reK vvv  , где АВvr ||2, , РKve 2, ,  

 )32/(2,  lPКve . (12)  

Проецируем 2,2,1,1, rere vvvv   на наклонные оси х и y: 

 01, rv . (13)   

 2,2,1, ree vvv  . (14)  

Учитываем (11), (12) в (14): 

  lllvvv eer
3

32
)32/()2/3(2,1,2, . (15)  

Для ускорений при 1-м способе задания сложного движения точки 

К получим по теореме Кориолиса (рис. 10): 1,1,1, creК aaaa  , где 

OCar ||1, , ускорение Кориолиса 01, ca  в силу (13), KOaa n
ee  1,1, ,  

 22
1,1, )2/3(  lОКaa n

ee . (16) 

 P   ve,1 

A 

О 

B 

К 

Рис. 9 

ω 
ω 

30
о 

  vr,1 

30
о 

  ve,2 

  vr,2 x
 

y
 

  aB 

  aA 

A 

О 

B 

К 

Рис. 10 

ω 

ω 

60
о 

30
о 

C 

  аB/A 

  

ar,1 
  ae,1 

y
 

x
 

  aс,2  

  aе,2  

  ar,2 
  ar,1 
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При 2-м способе получим: 2,2,2, creК aaaa  . Здесь АВar ||2, , 

направление 2,ca получаем поворотом 2,rv  на о90  в направлении  . 

Тогда KOac 2,  и с учетом (15): 

 2
2,2,

3

34
2  lva rc . (17) 

Далее, /2, Ke аa  .  

1-й способ определения /K
а . Так как 0АВ , то мгновенный центр 

ускорений стержня АВ находится на пересечении линий, проходящих 

через Аа , Ва , то есть в точке О. Тогда КОа
K
/ ,  

 22
2, )2/3(/  lOKаa

Ke . (18) 

2-й способ определения /K
а . При плоскопараллельном движении 

АВ по теореме о сложении ускорений: АВАВ ааа / , где n
АВАВ аа //  , 

22
//  lABаа n
АВАВ . Векторы Ва , Аа , АВа /  лежат на сторонах 

правильного треугольника, поэтому  

 2
/  lаа АВА . (19) 

(Тот же результат можно получить проецированием на ось, пер-

пендикулярную Ва .) Далее,  

 
АKАK

ааа
///  ,  (20) 

Здесь n

АKАK
аа

// //  ,  

 22

/
)2/(/  lKAаn

АK
. (21) 

Проецируем (20) на оси х, y  с учетом (19), (21):  
2

,
)2/3(60sin/  lаа o

АxK
. 

02/2/60cos 22

/, //  llааа n

АK

o
АyK

. 

Отсюда КОа
K
/  и 

2

,
)2/3(//  lаа

xKK
, что совпадает с (18). 
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Приравнивая выражения для ускорений при двух способах задания 

сложного движения точки К, получаем окончательно:  

 2,2,2,1,1, crere aaaaa  . (22) 

Проецируем (22) на ось х: 

 2,2,1,1, cere aaaa  . (23) 

(Проецируя (22) на y, попутно можно получить 02, ra .) 

Определяем искомое ускорение точки К относительно ОС из (23) с 

учетом (16) – (18): 

 2222
2,2,1,1,

3

34

3

34

2

3

2

3
 llllaaaa ceer . (24) 

Выражение (24) совпадает по модулю с ответом (10), полученным 

по аналитическому способу. 

 

Замечание 1. Наиболее короткое решение получается, если Bv  и 

Ba  находить геометрическим способом ( Bv  с помощью МЦС, а Ba  с 

помощью МЦУ: 22  lВОaB ), а далее, используя это, опреде-

лять rа  аналитическим способом. 

Замечание 2. Соотношение (13) следует также и из аналитического 

способа. При 3/  из (8) получим с учетом (4): 

0
2

1

2

3

3



 l

l
s . 

Траектория точки К имеет достаточно сложный вид. Рассматрива-

емый в задаче момент времени соответствует наиболее удаленному от 

точки О положению крестовины К. Поэтому 01, rv . Но, так как тра-

ектория имеет закругление и скорость точки К в этом положении не 

равна нулю, то искомое 01, ra  и КОar 1, . 

Ответ. 1). 
3

3 


l
vB .   2). 

3

34 2


l
аr . 
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Решение задачи Д1. 

Рассмотрим произвольное положение точки М 

на площадке. В треугольнике ОМА  сторона ОМ , 

ОМ , пренебрежимо мала по сравнению со сто-

роной ОА  (рис. 11). Поэтому угол 1  между МАи 

осью x можно принять равным t . Учтем 

МАQ  . Условие неотрыва точки М от поверхно-

сти:   

0sin  GNtQF
k

ky . 

0sin  tQmgN . 

Это условие выполняется при любом t, так как mgQ  .  

Выберем начало оси х в точке К. Запишем дифференциальное 

уравнение движения точки М вдоль оси х с началом в точке О: 

 tQ
dt

dv
m x  cos . (1) 

Интегрируем (1) при нулевых начальных условиях 0)0( х , 

0)0( xv : 

 
tv

x dttQdvm
x

00

cos . 

t
m

Q
t

m

Q
v t

x 




 sinsin
1

0 . 

 



tx

dtt
m

Q
dx

00

sin . 

)1cos()cos(
1

20 







 t

m

Q
t

m

Q
x t

. 

Учтем, что в любой момент времени: 1cos1  t . При 1cos t  

величина x  принимает свое минимальное значение, равное 0, что со-

ответствует крайнему левому положению К точки М.  

M 

G 

φ1 

 

Рис. 11 

х 

Q 
N 

А 

О 

y 

К 
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При 1cos t  величина x  принимает свое максимальное значе-

ние, равное 
2

2

m

Q
. Для того, чтобы точка М не оказалась правее поло-

жения L, должно быть  2x , откуда  




2
2

2m

Q
. 




m

Q
. 

Замечание. Если начало оси х выбрать в точке О, то интегрирова-

ние ДУ происходит при начальных условиях )0(х , 0)0( xv , что 

чуть менее удобно.  

Ответ. 



m

Q
. 

 

Решение задачи Д2. 

Так как объем диска 2 в 422   раза превосходит объем диска 1, а 

их плотности одинаковы, то их массы: 12 4mm  . Момент инерции 

тела относительно вертикальной оси Cz , проходящей через центры 

обоих дисков: 

2
1

2
2

2
1

21
2

17

2

)2(

2
rm

rmrm
JJJCz  . 

Отсюда )17/(2 2
1 rJm Cz . Тогда масса тела: 

 
2121

17

10
5

r

J
mmmM Cz .     (1) 

Дифференциальные уравнения плоского движения тела в непо-

движной системе координат xy , где x и y сонаправлены 1F  и 2F : 

 )(1 tF
dt

dv
M Cx  ,  )(2 tF

dt

dv
M

Cy
 ,   (2) 
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 rtFrtF
dt

d
J z

Cz 2)()( 21 


,  (3) 

где z  – алгебраическая угловая скорость тела. Обозначим 


t

tdtetQ
0

sin)( . Так как 0)0( Cv , 0)0( z , то из (2), (3) получим: 

 
t

t
Cx dteMv

0

sin ,  
t

t
Cy dteMv

0

sin2 ,   
t

t
zCz dterJ

0

sin5 . 

 
M

tQ
vCx

)(
 ,   

M

tQ
vCy

)(2
 ,   )(

5
tQ

J

r

Cz

z  . (4) 

 )(
522 tQ

M
vvv CyCxC  . (5) 

Мгновенный центр скоростей тела P нахо-

дится на перпендикуляре к Cv , с учетом 

направления угловой скорости по часовой 

стрелке (рис. 12). Из (4), (5), с учетом (1): 

              r
r

J

M

v
CP Cz

z

C

510

17

5

5



 .           (6) 

Отметим, что положение точки P относи-

тельно С не зависит от t .  

Для угла наклона   вектора Cv  к оси x , с 

учетом (4):  

2/  CxCy vvtg . 

 222 cos1cos4sin . 

5/1cos  . 

Уравнение движения невесомой точки А 

приложения силы 1F :  110 SF  , где 1S  – 

сила натяжения нити, сходящей с диска 1. 

Отсюда 11 FS  . Поэтому 1S , а значит и сама 

нить, со временем остаются параллельны оси 

K 

C 
P 

A 
vA vK 

Рис. 13 

P 

y 

vC 

x 

C 

 

C0 

 

Рис. 12 
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x  (рис. 13). Кроме того, нить нерастяжима. Вывод: участок нити по-

сле схода с тела движется поступательно. В силу непрерывности, ско-

рость точки нити на сходе с тела равна скорости точки тела, контак-

тирующей с ней. Поэтому для точки K  тела на сходе нити с диска 1 : 

AK vv  , причем в данный момент: v AK vv . 

В треугольнике CPK : rCK  , CP  определено в (6), угол 

 oooKCP 180)90(90 . 

 )180cos(2222 oCPCKCPCKKP

222 258.2
500

1129

5

1

510

17
2

500

289
1 rrr 








 . 

rKP

vK

258.2

v
 . 

 

Замечание 1. Скорость точки K  можно было 

выразить не с помощью МЦС, а с использованием 

теоремы о сложении скоростей при плоском дви-

жении: CKCK vvv /  (рис. 14). Из (4), (5) нахо-

дится связь (6) между Cv  и  :  rvC
510

17
. 

Учитываем  rv CK / . Тогда 
510

17

/


CK

C

v

v
. Кроме того, заранее из-

вестны величина Kv , направления CKC vv /, . Из треугольника, образо-

ванного векторами трех скоростей в формуле CKCK vvv / , с ис-

пользованием теоремы косинусов можно найти выражение для Kv  

через CKC vv /, . Отсюда определяется CKv /  и затем  . 

Замечание 2. Выражения для сил, содержащие tesin , нет надобно-

сти интегрировать, тем более, что для соответствующих интегралов, 

по всей видимости, нет аналитических выражений.   

Рис. 14 

vK/C 

vK 
vC 

 
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Замечание 3. Интересно, что хотя числовые данные в условии про-

сты (отношения радиусов и отношения сил 1:2 ), однако коэффициент 

258.2  в ответе получается «сложным».  

Замечание 4. Как дополнение, отметим следующее. Если проинте-

грировать (4) и исключить t , то можно получить уравнение траекто-

рии точки С:  xy 2 , 0x .  

Для упрощения ось x  можно было ввести параллельно вектору 

21 FFF  . Относительно такой системы координат траектория точки 

С – луч, уравнение которого: 0y , 0x . В такой системе координат 

геометрическое место мгновенных центров скоростей тела при 0t  

представляет собой луч, уравнение которого:  ry
510

17
 ,  0x . 

Ответ.   
r258.2

v
 . 

 

Решение задачи Д3.  

1). На клин действуют силы: AN  – нормальная реакция со стороны 

валика, G  – сила тяжести, 1N  – нормальная реакция со стороны гори-

зонтальной плоскости, трF  – сила трения, направленная против век-

тора скорости (рис. 15). Сила трения между валиком и поверхностью 

скоса клина равна нулю, что следует из записи уравнения моментов 

для невесомого валика относительно шарнира А. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Дифференциальные уравнения (ДУ) движения клина вдоль x и y: 

В 

A Fупр 

NA 

N2 


 

 

Рис. 16 

х А 

 

Рис. 15 

α 

x 

Fтр G 

NA 

N1 

y 

М2 
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 трAх FNmа  sin . (1) 

  cos0 1 ANGN . (2) 

Рассмотрим систему, состоящую из стержня и валика (рис. 16). По 

3-му закону Ньютона на нее действуют сила /
АN , AА NN / , сила 

упругости упрF , а также со стороны гладких направляющих (скользя-

щей заделки) сила реакции 2N  и момент сил реакции 2М . Так как 

весом АВ пренебрегаем, теорема о движении центра масс для этой 

системы в проекции на ось х имеет вид уравнения равновесия: 

 упрA FN  sin0 . (3) 

Из (3): 

 



sin

упр

A

F
N . (4) 

 

Из (2) с учетом (4): 

  ctgcos1 упрA FGNGN . (5) 

Тогда из (1), (4): 

 трупрх FFmа  . (6) 

 

С учетом (5), 1fNFтр  , mgcFупр   получаем из (6): 

)ctg(  упрупрх FGfFmа . 

)ctg(  mgmgfmgmах . 

 )ctg1(1  fgах . 

По модулю: 

 )ctg1(1  fgа . 

 

2). Перемещение x клина отсчитываем от положения клина, при 

котором пружина недеформирована (рис. 17). ДУ движения клина 

вдоль горизонтали х: 

  sin
2

2

AN
dt

хd
m . (7) 
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Теорема о движении центра масс стержня с валиком вдоль верти-

кали y (рис. 18): 

22

2

2 cos GFN
dt

yd
m упрA  . 

C учетом сyFупр  , где y  – изменение длины пружины стержня: 

 















 22

2

2
cos

1
Gcy

dt

yd
mN A . (8) 

Движение точки А рассмотрим как сложное. При этом относитель-

ная скорость точки А направлена вдоль поверхности скоса клина, а 

переносная скорость совпадает со скоростью самого клина. Абсолют-

ная скорость точки А: 

reA vvv  . 

Из прямоугольного треугольника, образованного Av  и ev  как кате-

тами, видно, что  

 tgeА vv . 

Учтем здесь 
dt

dy
vA  , 

dt

dx
vve  1 : 

  tg
dt

dx

dt

dy
. (9) 

Интегрируя ДУ (9) при граничном условии, соответствующем по-

ложению системы при недеформированной пружине, получим: 

  tgxy . (10) 

М2 

А 

 

Рис. 17 

α 

x v1 

G 
NA 

N1 

В 


 

A 

vе 

y 

Fупр 

NA vr vA 

N2 


 

 

Рис. 18 

G2 
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Учтем (10) в (8): 

 















 22

2

2 tgtg
cos

1
Gcx

dt

хd
mN A . (11) 

Подставим (11) в (7): 

 












 tgtgtg 22

2

22

2

Gcx
dt

хd
m

dt

хd
m .  

  tgtg)tg( 2
2

2

2
2

2 Gcx
dt

хd
mm . (12) 

Уравнение (12) имеет вид ДУ свободных колебаний при действии 

обобщенной постоянной силы, записанной в правой части (12). Из-

вестно, что действие постоянной силы смещает центр колебаний (на 

величину статического отклонения, в нашем случае под действием 

силы тяжести стержня), но не влияет на их круговую частоту k и пе-

риод T, которые будут такими же, как для соответствующего одно-

родного ДУ:  

 0tg)tg( 2

2

2
2

2  cx
dt

хd
mm .  

 0
ctg 2

22

2




 x
mm

с

dt

хd
.  

c

mm

k
T 2

2ctg
2

2 



 . 

Перемещение клина от начального равновесного положения до 

крайнего правого положения соответствует четверти полного колеба-

ния. Искомое время движения равно четверти периода колебаний:  

c

mmT
t 2

2

1

ctg

24


 . 
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Замечание 1. Соотношение (10) можно было получить также ана-

литическим способом, рассматривая лишь перемещения, для чего 

потребовался бы дополнительный рисунок. 

Замечание 2. Хотя в решении используется ДУ свободных колеба-

ний, было бы несколько некорректно говорить, что клин «совершает 

свободные колебания», что подразумевало бы неограниченные во 

времени колебания. Дело в том, что после половины полного колеба-

ния стержень продолжит двигаться вниз уже замедленно, и клин пере-

станет контактировать с валиком А, далее двигаясь влево равномерно.  

На участке движения, рассматриваемом в задаче, движение клина 

вправо замедленное. Поэтому контакт клина с валиком сохраняется.  

Замечание 3. Как известно, период свободных колебаний не зави-

сит от величины начальной скорости (она не задана в условии). 

Ответ. 1).  )ctg1(1  fgа .   2). 
c

mm
t 2

2

1

ctg

2


 . 

 

 

Решение задачи Д4. 

1). В силу  sinВСR  за-

мечаем из рисунка в условии 

задачи, что нижняя точка ма-

ховика находится на одной 

горизонтали с точкой С . 

В момент, когда точка В 

окажется в нижнем положе-

нии, точка А также будет в 

своем нижнем положении 

(рис.  19). При этом СА vv  , а перпендикуляры к этим векторам раз-

личны. Значит, твердое тело АВС в данный момент совершает мгно-

венное поступательное движение. При этом  

  Rvv АВ . (1) 

Кинетическая энергия системы складывается из кинетических 

энергий маховика и материальной точки В. С учетом (1) получим: 

Рис. 19 

 О 

α
 B 

A 

h  

vC  

C 

vA  

vB  HB 

ω 

G  
α/2
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2

)(

2222

222222
, ВВВмахz vmMmvMRmvJ

T








 . (2) 

Вначале точка В находилась на одной горизонтали с точкой О, то 

есть выше точки С на величину R. В конечном положении точка В 

находится выше точки С на величину h, где h – высота в треугольнике 

АВС, опущенная из вершины В. 

Сумма работ внешних сил системы: 

 )( hRmgmgHAA ВG
k

e
k  , (3) 

Найдем h из равнобедренного треугольника АВС:  

 32
2

cos1
2)2/sin( 


 RRABh . (4) 

Сумма работ внутренних сил 0
k

i
kA .  

C учетом (2), (3), (4) теорема об изменении кинетической энергии 

для всей системы имеет вид: 







 


32

2

)( 2

RRmg
vmM В . 

Отсюда получаем: 

)(

3212

mM

mgR

vB








 

 . 

2). При 0l  условие задачи о том, что спортсмен обеспечивает 

поступательность своего движения своими усилиями и с помощью 

встроенного механизма, является необхо-

димым для преодоления возникающих 

инерционных сил. В данном случае сумма 

работ внутренних сил системы: 0
k

i
kA . 

Поэтому эффективно применить теорему 

об изменении кинетической энергии для 

определения Bv  не удается.  

G1  

XO  

YO  
G2  

B 

vВ  

Рис. 20 
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Применим теорему об изменении кинетического момента механи-

ческой системы относительно неподвижной оси Oz , в записи которой 

внутренние силы не участвуют. 

Будем отсчитывать угол   от вертикали против часовой стрелки 

(на рис. 20 для удобства записи изменены реальные пропорции объек-

тов). Для произвольного положения системы формально направим Bv  

в соответствии с этим направлением отсчета. Тогда  RvB . Так как 

спортсмен движется поступательно, то BD vv   и 

  RvD . (5) 

Кинетический момент для маховика при его вращательном движе-

нии:  

   2
1, MRJK zОz . (6) 

Кинетический момент для спортсмена при его поступательном 

движении с учетом (5):  

 )cos()(2,  lRmRvmMK DOzОz
 . (7) 

Кинетический момент системы с учетом (6), (7): 

  cos)( 2
2,1,

 mRlRmMKKK ОzОzОz . (8) 

Теорема об изменении кинетического момента получает вид: 

 )( 2GM
dt

dK
Oz

Оz  .  

    sincos)( 2 mgRmRlRmM
dt

d
 . (9) 

    sincos)( mgmlRmM
dt

d
 .  

  sin)sincos()( 2 mgmlRmM  .  

 





cos)(

sin)( 2

mlRmM

glm 
 . (10) 

Отметим, что в силу условия задачи mRmMl /)(  , а также 

1cos  , знаменатель правой части в (10) строго больше нуля. 

Используем представление: 
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















d

d

dt

d

d

d

dt

d 



  . 

Учтем это в (10 ) и затем разделим переменные   и  : 

 









cos)(

sin
2 mlRmM

dm

gl

d




. (11) 

Произведем замены переменных:  

 2 u ,  cosw . (12) 

   ddu 2 ,  ddw sin .  

Тогда получим из (11): 

 
wmlRmM

dwm

glu

du




 )()(2
. (13) 

С учетом (12) в начальный момент времени при 2/ : 0u , 

0)2/cos( w . В конечный момент при 0 : 2
1u , 10cos w , 

где 1  – угловая скорость маховика в момент, когда точка В оказыва-

ется в нижнем положении. Приводим (13) к удобному для интегриро-

вания виду: 

 

ml

RmM
w

dw

lgu

du

)(

2

)/( 





. 

Перед интегрированием для удобства записи введем коэффициент: 

  
ml

RmM
k

)( 
 . (14) 

Отметим, что 1k . Тогда получим: 

  

 





 1

00

2
)/(

2
1

kw

dw

lgu

du
. (15) 

Знаменатель в левой части (15) строго положителен. Из 1k  и 

1w  следует, что знаменатель в правой части (15) строго отрицателен 

и при интегрировании учет модуля меняет знак этого выражения. То-

гда из (15): 
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1
00 )ln(2))/(ln(

2
1 wklgu 


. 








 













 

k

k

lg

lg 1
ln2

)/(

)/(
ln

2
1 . 

22
1

1
ln

)/(

)/(
ln 























 

k

k

lg

lg
. 

2

22
1

)1()/(

)/(






k

k

lg

lg
. 

















 1

)1( 2

2
2
1

k

k

l

g
. 

 
2

2
1

)1(

12






k

k

l

g
. (16) 

l

gk

k

)12(

1

1
1




 . 

Тогда искомая скорость точки В в нижнем положении: 

l

gk

k

R
RvB

)12(

1
1




 ,  

где k  определен в (14). 

 

Замечание 1. Покажем, что если в (16) перейти к пределу при 

0l , получим соотношение для случая 0l , следующее из теоремы 

об изменении кинетической энергии c учетом (2) и mgRAG  :  

 
)(

22
1

mMR

mg


 . (17) 

Действительно, обозначим 
l

b
k  , где 

m

RmM
b

)( 
 . Тогда из (16): 

































2

0
2

0

2
1

0 )1)/((

5.0)/(2

)1(

12
limlimlim

lb

lb

l

g

k

k

l

g

lll
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)(

22

)/(

)/(2
2

0
lim

mMR

mg

b

g

lb

lb

l

g

l 















. 

Это выражение совпадает с (17). 

 

Замечание 2. Условие mRmMl /)(  , которое позволяет успешно 

проинтегрировать ДУ в рамках модели 3, на практике создает замет-

ные ограничения. Если считать, что 3.0R  м, масса маховика (инер-

ционная масса для электромагнитного тренажера) 30М  кг, масса 

спортсмена 60m  кг, то получим ограничение 60/3.0)6030( l  

(м), т.е. 45.0l  м. Такое возможно, если спортсмен сидит на педали 

на согнутой ноге.  

 

Замечание 3. Задачу можно было бы сформулировать и без условия 

наличия специального механизма, обеспечивающего горизонталь-

ность педали. Можно представить, что спортсмен опирается ногой на 

педаль, жестко прикрепленную к маховику, которая вначале наклоне-

на к горизонту под углом 60
о
, а в конце движения после поворота на 

прямой угол окажется под углом 30
о
. При этом носок спортсмена вна-

чале вытянут вниз, а в конце приподнят. При такой постановке задачи 

нужно оговорить условие пренебрежения массой стопы и ее длиной. 

Ответ. 1). 
)(

3212

mM

mgR

vB








 

 .   

2).   
l

gk

k

R
vB

)12(

1




 , где 

ml

RmM
k

)( 
 .  

 

 

Замечание к задачам Д1-Д4. Интересно, что все четыре задачи по 

динамике связаны с периодическим характером изменения тех или 

иных величин.  

В задаче Д1 сама сила постоянна, но периодическим образом изме-

няется проекция действующей силы, что приводит к гармоническим 
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колебаниям. В задаче Д2 периодически меняются силы, однако само 

движение не имеет характер колебаний. В задаче Д3, постановка ко-

торой наиболее близка к классическим постановкам задач о колебани-

ях, реализуется лишь четверть полного колебания. В задаче Д4 дви-

жение с течением времени также получит колебательный характер: 

после прохождения нижнего положения точка В через какое-то время 

окажется на первоначальной высоте, затем начнется обратное движе-

ние и так далее.  

При этом неявном сходстве все четыре задачи в силу различных 

особенностей условий решаются совершенно по-разному.  

 


