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Решение задачи С1. 

1). Линии действия силы тяжести груза G  и 

реакции опоры N  в точке С пересекаются в 

точке О стержня (рис. 1). Эти силы уравновеши-

ваются приложенной в этой точке равнодей-

ствующей сил реакций направляющих K и L 

стержня KLN . Уравнение равновесия для проек-

ций на ось х, перпендикулярную АВ:  

cos 0kх KL
k

F G N     . 

KLN mgcos  . 

Из треугольника AOU расстояние от точки А 

до линии действия KLN  равно:  

                                  



cos

r
d . 

2). Рассмотрим равновесие системы, образованной колесом 1,  

стержнем и точкой М (рис. 2). Обозначим через S  силу натяжения 

нити в точке D. Проецируя на ось у, получим: 
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         sin α sin α 0ky
k

F N S P    .        (1)  

С учетом того, что реакции шарнира да-

ют нулевые моменты относительно А, запи-

шем для колеса 1: 

          0A k тр
k

M F Gr SR F R    .       (2) 

Аналогично для колеса 2 (рис. 3): 

              2 2 0O k тр
k

M F F r Sr    .        (3) 

Из (3): 

                             трS F .                           (4) 

Из (2), (4): 

                                       2 трF R Gr . 

                                       
2

тр

r
F G

R
 .                          (5) 

Выразим G  из (1), с учетом (4): 

sinα sinαтрG N F  . 

sinα
тр

N
G F  . 

Подставим в (5) и затем учтем закон Кулона: 

2 sin α
тр тр

r N
F F

R

 
  

 
. 

1
2 2 sin α

тр

r r
F N

R R

 
  

 
. 

2

2 sinα 2
тр

r R
F N fN

R R r
  


. 

 2 sinα

r
f

R r



. 

Замечание. Из условия   0A k
k

M F  , записанного для стержня, 

следует 0KLN ОА  . Так как 0KLN   (очевидно при проецировании 
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всех сил системы на горизонтальную ось), то здесь 0ОА  . На вывод 

решения это не влияет.  

Ответ. 1). 
KLN mgcos  , 




cos

r
d .   2).

  


sinrR

r
f

2
. 

 

 

Решение задачи С2. 

Обозначим индексами «0» и «1» положения 

концов стержней при недеформированных 

пружинах и при равновесии, соответственно 

(рис. 4). Запишем уравнение равновесия стерж-

ня АС, обозначив через   углы между АС и 

пружиной 1 и между АС и CD, соответственно: 

         ,1 sinα sinβ
2

kC упр
k

l
M F F l P       

                         ,3 0упрCM F  .                       (1) 

Для сохранения положения равновесия независимо от коэффици-

ента жесткости пружины 3 должно выполняться условие: 

  ,3 0упрCM F  . (2) 

Из (1) с учетом (2) и  sinβ sin 180 2α sin 2α 2sin αcosα    : 

,1

1
sinα 2sinαcosα

2
упрF P  . 

 ,1 cosαупрF P . (3) 

Здесь  

 ,1 1 1 1 0 1упрF c l c A D А D      

   1

1
2 cos30 2 cosα 3 2 cosα

6 2

P
c l l l l

l
     


. 

Из (3) после арифметических преобразований получим: 

 1
3 2cosα cosα

6 2
P P 


. 
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(2 6 2)cosα 3P   . 

1
cosα

2
  . 

 α 45 , 90  . (4) 

Условие (2) может реализоваться в двух случаях. В 1-м случае 

,3 0упрF  . Во 2-м случае линия действия ,3упрF  проходит через точку 

С.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

В 1-м случае пружина 3 недеформирована, т.е. угол между стерж-

нями AC и BC равен 120
о
. При этом возможны два положения пружи-

ны 2.  

При одном из них отрезок BC получается поворотом АС на 120
о
 во-

круг С против часовой стрелки (рис. 5). Обозначим 2 2

P
c k

l
 . Записы-

вая уравнение равновесия BC по аналогии с (1), получим аналог (3): 

 ,2 2cosαупрF P , (5) 

где  

 ,2 2 2 2 0 1упрF c l c B D B D      

   2 2 2 22 cos30 2 cosα 3 2 cosα
P

c l l k l l
l

     . 

2

180 30
α 75

2

о о
  . 

Рис. 6 
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3
1

1 cos150 2 32cos75
2 2 2


 

   . 

Тогда из (5): 

 2 3 2cos75 cos75k   . 

 
2

cos75 2 3

3 2cos75 2 3 2 3

k


 
  

. 

 
2

2 3

2 3 2 3

P
c

l


 

 

. 

Другое возможное положение ВС, при котором отрезок BC получа-

ется поворотом АС на 120
о
 вокруг С по часовой стрелке, не является 

равновесным, так как несложно заметить: при этом пружина ВС рас-

тянута, в записи  kC
k

M F  получим  ,2 0упрCM F  ,   0CM P  , 

откуда   0kC
k

M F  .    

Во 2-м случае, когда линия действия ,3упрF  проходит через точку 

С, получаем, что АС и ВС лежат на одной прямой, угол между ними 

180
о
, т.е. угол между ВС и CD также равен 90

о
 (рис. 6). В силу сим-

метрии сразу получаем при этом для равновесия:  

2 1

1

6 2

P
c c

l
  


. 

Ответ.  

 
2

2 3

2 3 2 3

P
c

l


 

 

  или  2

1

6 2

P
c

l
 


. 

 

Решение задачи К1. 

1). Построим мгновенные центры скоростей Р1 и Р2  для АВ и ВС, 

соответственно (рис. 7). Так как 1 1АP BP , то B Av v v  . Так как 
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2 2BP CP , то  

C Bv v v  . 

При этом  

             
1

A
AB

v v

AP l
  .     (1) 

C учетом 
3

l
BC  , 

2
33

BC l
BP   : 

            
2

3B
BC

v v

BP l
  .    (2) 

При плоскопараллельном движении АВ c учетом v const : 

/ / / /
n n

B А B A B A B A B Aа а а а а а      . 

Из соответствующего прямоугольного треугольника: 

/

/

60
n

o B A

B A

а
tg

а



. 

2
2

/
n
B A AB

v
а AB

l
   . 

2
/

/

3

33

n
B A

B A

а v
а

l
  . 

При плоскопараллельном движении ВC: 

 / / / / / /
n n n

C B C B C B B A B A C B C Bа а а а а а а а         . (3) 

2 2
2

/ 2

9 3 3

3

n
C B BC

l v v
а BC

ll
     . 

Проецируем на ось x (перпендикулярно /C Bа ): 

/ /cos60o n
C B A C Bа а а   . 

2 2 23 3 3 16 3
2

3 3
C

v v v
а

l l l

 
    

 
. 
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2). 1 способ (геометриче-

ский). Обозначим через 1D  и 

2D  точки нити, предельно 

близкие к ушку, находящиеся 

по разные стороны от него 

(рис.8). Движение каждой из 

них можно рассмотреть как 

сложное, при котором перенос-

ным является движение ушка 

со скоростью Вv , Вv v , а от-

носительным – движение 1D  или 2D  относительно ушка со скоростью 

1rv  или 2rv , соответственно. Так как нить нерастяжима, то 

1 2r r rv v v  .  

По теореме о сложении скоростей при сложном движении: 

 
1 1D В rv v v  .  

Участок нити 1АD  в данный момент совершает плоскопараллель-

ное движение. По теореме о проекциях скоростей для 1АD  при про-

ецировании на ось х1 : 

cos30 cos30A r Bv v v  . 

2 cos30 rv v . 

 3rv v . (4) 

Аналогично для точки 2D  и участка нити 2D С  получим: 

2 2D В rv v v  . 

cos60 cos60r B Cv v v  . 

Учтем здесь (4): 

3
2 2

Cvv
v   . 

 2 3 1Cv v  . 

 

 

Рис. 8 

C 

v 

A 

 

60
о 

B 

30
о 

v 

D1 
D2 v1r 

v2r 

vC х1 

30
о 

х2 



 

- 8 - 

 

 

2 способ (аналитический). 

Рассмотрим положение системы 

в произвольный момент времени, 

предполагая, что все время 

A Bv v v   и треугольник АВЕ 

остается равнобедренным (рис.9). 

Обозначим AE BE s  ,  AB r

. Тогда BС l r  , где l – длина 

всей нити. 

2 cos30 3r s s   . 

 3 3r s v  . (5) 

По теореме косинусов: 
2 2 2 2 cos60BC BD CD BD CD     , 

 
2 2 2 1

2
2

l r s x sx     . 

   ( 2 ) 2 2l r r ss xx sx sx       . (6) 

В рассматриваемый момент времени треугольник BEC  по усло-

вию является равносторонним. При этом l r s x   . Сокращаем в (6) 

этот общий множитель и учитываем s v , Cx v   и (5):  

2 2 2r s x s x     . 

2 3 Сv v v   . 

 2 3 1Cv v  . 

Ответ К1.    1).  Cv v . 
216 3

3
C

v
а

l
 .   2).  2 3 1Cv v  . 

 

Решение задачи К2. 

1 способ (геометрический). Сначала рассмотрим случай, когда АВ 

движется поступательно, т.е. в данный момент 0 , 0 . Тогда 

векторы ускорений для всех точек АВ одинаковы. Значит, одинаковы 
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и величины ускорений всех точек. 

При всех   из заданного в условии 

промежутка o1800   получим:  

 cosaaa АxBx , 

 sinaaa AyBy . 

Теперь рассмотрим случай, когда 

хотя бы одно из значений   или   

не равно нулю. Согласно известной 

теореме, в этом случае при движе-

нии плоской фигуры в своей плос-

кости в каждый момент времени 

имеется единственная точка, уско-

рение которой равно нулю. Это точка Q – мгновенный центр ускоре-

ний (МЦУ). Для любой точки М тела при этом выполняется: 

42 МQaМ . 

Из условия равенства величин ускорений всех точек АВ следует, 

что расстояние МQ  для любой точки тела принимает одно и то же 

значение. Такая ситуация реализуется, если МЦУ находится в центре 

С закругления АВ (рис. 10). Тогда все расстояния МQ  равны радиусу 

R закругления АВ. 

Получаем: 0Сa , n
CACAА/CА aaaa //   . Так как вектор нормаль-

ного ускорения n
СAa /  направлен к точке С либо равен нулю (если 

0 ), то угол  o180  между Аa  и n
CAa /  не может превышать 

o90 . Это условие возможно при oo 18090  . При этом:  
n
CВCВВ/CВ aaaa //   . 

В силу   CАCВ aa // , 
n n

В / C A/ Ca a , угол между векторами Вa  и n
CВa /  

тоже равен  . 

 sinsin aaaBx ,   Bya acos acos     . 

Приведенное рассуждение с использованием МЦУ позволяет стро-

го обосновать отсутствие других решений задачи. 
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2 способ (аналитический, предло-

жен Р.Ф. Мардановым). Плоскопа-

раллельное движение АВ задается 

перемещением полюса С с координа-

тами ( , )x y  и поворотом вокруг  него, 

определяемым углом  . Обозначим 

через ( , ) 
 

координаты точки АВ с 

угловой координатой   
(рис. 11). То-

гда 

cos( ),

sin( ).

x R

y R

    

    
 

Дифференцируя, получим: 

sin( ) ,

cos( ) ,

x R

y R

     

     
 

2

2

cos( ) sin( ) ,

sin( ) cos( ) .

x R R

y R R

         

        
 

Или, учтя, что в расчетный момент времени 0 : 
2

2

cos sin ,

sin cos .

x R R

y R R

     

    
 

Так как для любой точки АВ по условию задачи модуль ускорения 

постоянен и равен ,a  то его квадрат по теореме Пифагора: 
2 2 2 2 2 2 4 2 2 2

2 2 2 2 4 2 2

2 2 2

2 (cos sin )

2 (sin cos )

2 cos ( ) sin ( ) .

w x y R R xR

yR x y R R

R y x y x a

              

          

           

 

Для того чтобы последнее соотношение выполнялось для любой 

точки АВ необходимо, чтобы 
2w  не зависело от  . Для этого потребу-

ем равенства нулю коэффициентов при cos   и sin  : 

2 4 2

2 4 2

0, ( ) 0,

0, ( ) 0.

y x y

y x x

       
 

        
 

Рис. 11 
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Удовлетворение последней системы уравнений возможно лишь в 

двух случаях: а) 0x y 
 
или б) 0    . 

Так как для точки A  угол 0  , то 

 2 cos , sin .A Ax R a y R a             (1) 

Для точки B  угол 
2


  , тогда 

 2, .B Bx R y R         (2)  

В случае а) 0x y  точка C  будет являться мгновенным центром 

ускорений. Из соотношений (1) запишем 
2 cos , sin .R a R a        

Так как 2 0R  , то из последних формул следует, что этот случай 

возможен только для 
2


    . Тогда в этом случае из (2) получим 

sin , cos .B Ba a        

В случае б) 0  
движение АВ является поступательным. Из 

соотношения (1) имеем 

cos , sin .x a y a     

Тогда в этом случае из (2) найдем 

cos , sin ,B Ba a       

причем 0     . 

Ответ. При o900    cosaaBx ,  sinaaBy .  

При oo 18090    cosaaBx ,  sinaaBy   либо   sinaaBx , 

 cosaaBy .     

 

 

Решение задачи Д1.   

1). Дифференциальное уравнение движения материальной точки: 

mg)t(
dt

dv
m x 2 . 



 

- 12 - 

 
tv

x dt)t(gdv
x

00

2 . 














 t

t
gvx 2

2

2

. 

При 0xv , 0t  получим: 02
2

2

 t
t

, откуда 4t . 

 

2). При 0t : 00  kmg)(Qx . Значит, в этот момент точка не 

начнет смещаться влево. 

2.1. Условие того, что точка сразу начнет смещаться вправо, пре-

одолев силу трения mgfmgF max,тр  , mgF x,тр  , имеет вид:   

00 )(ax , т.е. 00  x,трx F)(Q ,  01  mg)k( , откуда 1k . Тогда 

движение вправо ( 0xv ) вплоть до момента, когда 0xv , описыва-

ется ДУ: 

  mgmgkt)k(
dt

dv
m x  1 . 

 
tv

x dt)t(g)k(dv
x

00

11 . 














 t

t
g)k(vx

2
1

2

. 

Значит 0xv  в момент 2t . При этом  mgk)(Qx  22 . Так как 

1k , то mg)(Qx 2  и исключено немедленное возобновление дви-

жения вправо из-за невозможности преодоления трF .  

Для немедленного начала движения влево ( 0xv ) при 2t  долж-

но быть: 02 )(ax , 02  x,трx F)(Q , т.е. с учетом mgF x,тр  , должно 

быть:  012  mg)k( , откуда 3k . При дальнейшем увеличении t   

)t(Qx  уменьшается, значит, тем более будет 0 x,трx F)t(Q . Поэто-

му точка больше не остановится. Итак, при 3k  0)t(vx  при  2t .  
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2.2.  В случае 31  k  после момента 2t  точка в течение какого-

то промежутка времени окажется в состоянии покоя. При предельном 

равновесии точки, т.е. перед тем, как она начнет смещаться влево, в 

момент t :  0 x,трx F)(Q  при mgF x,тр  . Отсюда 

  011  k)k( , т.е.  
1

1






k

k
.  (При 3k  будет 2 , точка вый-

дет из равновесия в момент dt , где dt  – бесконечно малый проме-

жуток времени. Временной отрезок, когда точка находится в покое, 

сведется к единственному моменту 2t .)   При дальнейшем увеличе-

нии t  будет 0 x,трx F)t(Q , поэтому точка больше не остановится. 

Итак, при 31  k   0)t(vx  при  
1

1
2






k

k
t . 

2.3.  В альтернативном случае, при 10  k  после момента 0t  

точка какое-то время будет оставаться в покое. При этих k  0)t(Qx , 

поэтому смещение влево исключено при любом t . При предельном 

равновесии точки, т.е. перед тем, как она начнет смещаться вправо, в 

момент Tt  :  0 x,трx F)T(Q  при mgF xтр , . Отсюда 

  011  kT)k( , т.е. 1
1

1







k

k
T , если 1k ! При дальнейшем 

увеличении t  будет mg)t(Qx  , т.е. 0 x,трx F)t(Q , поэтому точка 

больше не остановится. Итак, при 10  k   0)t(vx  при  10  t . 

2.4.  Если 1k , сила mgQx   не сможет преодолеть mgFтр  ,  и 

0)t(vx  при всех 0t . 

 

Ответ. 1). 4t .  2). При 10  k : 10  t .  При 1k : 0t .   

При 31  k :  
1

1
2






k

k
t .      При 3k :  2t . 
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Решение задачи Д2. 

1). Диск с прикрепленной точкой М образуют 

единое твердое тело с моментом инерции относи-

тельно оси вращения Оz, равным 

                                  2

zJ mR .                              (1) 

Дифференциальное уравнение вращения твер-

дого тела вокруг неподвижной оси (рис. 12): 

 sinz zJ GR    ,  (2) 

где 
z   – алгебраическое угловое ускорение (с 

учетом знака). Из (1), (2) получаем:  

sin
z

g

R


    . 

2). Сначала решим задачу при условии, 

что обе нити остаются натянутыми в нача-

ле движения. В рамках этого условия си-

стему можно рассматривать как единое 

твердое тело. С учетом 2OM R  его 

момент инерции относительно Oz (рис.13): 

 
22

22 2
12, 1 12 2

2 2
z

m R m
J m R m R

 
     

 
.  

Дифференциальное уравнение вращения твердого тела вокруг не-

подвижной оси Oz: 

12, 1ε cosz zJ G OM    , 

где β 90 α 45 45 α     . 

 22
1 12 ε 2 cos 45 α

2
z

m
m R m g R

 
     

 
. 

Рис. 13 

О 

D 

A 

M 

β 

B 

G1 

R 

α 

45
o 

α 

О 

 М 

α 

G 

R 

Рис. 12 

 XO 

 YO 

α 
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С учетом  

 
2 2

cos 45 α cosα sinα
2 2

    

получим: 

 1

1 2

2 (sin cos )

(4 )
z

m g

m m R

  
   


. (3) 

Очевидно, что, так как при заданном условии o900   точка М 

находится ниже В, участок ВМ нити будет натянут независимо от со-

отношения между  , 
1m , 

2m  (подробнее см. замечание 2).  

Условием натянутости нижней нити является 1 0S  , где 1S  – сила 

натяжения для АМ (рис. 14). При этом точка М начинает движение по 

окружности с центром в точке О, поэто-

му Ma OM  (рис. 14), 

                    ε 2 εMa OM R   .           (4) 

Запишем второй закон динамики для 

точки М в проекции на ось х, перпенди-

кулярную участку нити ВМ (чтобы обну-

лить проекцию его силы натяжения 2S ): 

           1 1 1cos45 sinαMm a S G  .   (5) 

C учетом (4) и (3)  получим из (5): 

 
1

1 1 1

1 2

2 (sin cos ) 1
2 sinα

4 2

m g
S m R m g

m m R

 
    



1
1

1 2

2 (sin cos )
sinα

4

m
m g

m m

   
  

 
, 

Из условия 1 0S  : 

 1 1 22 (sin cos ) 4 sinα > 0m m m    . 

β 

Рис. 14 

О 

D 

A 

M 

B 

G1 

R 

α 
aM 

S1 

S2 

45
o 

x y 
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 1 1 22 cosα 2 sinαm m m  . 

 1

1 2

2
tgα

2

m

m m



. (6) 

При невыполнении (6), т.е. в случае 1

1 2

2
tgα

2

m

m m



, участок нити 

АМ не натянут (начинает провисать). При этом точка М имеет две 

степени свободы: при движении вдоль х и вдоль y (рис. 15).   

M x ya a a  . 

Одна из степеней свободы связана с движением М вдоль линии ни-

ти ВМ с ускорением ya . При этом очевидно, что ya R  . (Другая сте-

пень свободы связана с движением М в направлении оси х, перпенди-

кулярной нити, при повороте участка ВМ и не связана с угловым 

ускорением диска.)   

 

 

 

 

 

 

 

 

Запишем второй закон динамики в проекции на y: 

1 1 2cosαym a G S  . 

С учетом ya R   получим: 

 1 1 2ε cosαm R m g S  . (7) 

Дифференциальное уравнение вращения отдельно рассматриваемо-

О 

 М 

α 

G2 

R 

Рис. 16 

 XO 

 YO 

α 

Рис. 15 

О 

D 

A 

M 

B 

G1 

R 

α 
ay 

S2 

x y 

ax 

S2 

y 
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го диска вокруг оси Оz  (рис.16): 
2

/2
2ε

2
z

m R
S R  . 

С учетом ε εz    получим: 

 2
2 ε

2

m R
S  . (8) 

Подставим (8) в (7): 

2
1 1ε cosα ε

2

m R
m R m g  . 

 1 2 12 ε 2 cosαm m R m g  . 

 
 

1

1 2

2 cosα
ε

2

m g

m m R



. (9) 

Замечание 1. Проверим, что в пограничном случае при  

 1

1 2

2
tgα

2

m

m m



  (10) 

выражения (3) и (9) совпадают. Из (10) следует 

 1

1 2

2
sin α cosα

2

m

m m



. (11) 

Подстановка (11) в выражение (3) дает: 

     

1 1 2
1 1

1 2 1 2 1

1 2 1 2 1 2

2 4
2 1 cosα 2 cosα

2 2 2 cosα

4 4 2

m m m
m g m g

m m m m m g

m m R m m R m m R

  
  

  
 

  
, 

что совпадает с выражением (9). 

Замечание 2. Дадим обоснование того, что 2 0S  .  

Предположим противное: пусть при некоторых значениях  , 
1m , 

2m  будет 2 0S  . Тогда диск либо находится в покое, либо за счет 

натяжения нити АМ вращается против часовой стрелки. Тогда для 
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точки М  получаем 0ya  .  

С другой стороны, независимо от того, натянута ли нить АМ, по 

второму закону динамики в проекции на ось y: 1 1 2cosαym a G S  . 

Отсюда в силу cледующего из условия задачи неравенства cosα > 0  

получаем 0ya  .  

Пришли к противоречию. Значит, 
2 0S  . 

Ответ.    1). 
sing

R


  . 

2). При 
21

1

2

2

mm

m
tg


    1

1 2

2 (sin cos )

(4 )

m g

m m R

  
 


.    

   При 
21

1

2

2

mm

m
tg


    1

1 2

2 cos

(2 )

m g

m m R


 


. 

 

 

Решение задачи Д3. 

Предположим, что колесо 1 катится вниз, а колесо 2 вверх (рис.17). 

(Если это так, то сумма работ внешних сил должна получиться поло-

жительной, в противном же случае отрицательной.) Так как нить не-

растяжима, то vvv BA  . Мгновенные центры скоростей колес 1 и 2 

при их плоскопараллельных движениях находятся в точках 1P  и 2P , 

соответственно.  

 
r

r

PC

AP

v

vА

2

3

11

1

1

 .   

 vv
3

2
1  . (1) 

r

v

BP

vB

31

2  . 
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С учетом этого и, например, теоремы Гюйгенса-Штейнера найдем 

кинетическую энергию колеса 1:  
222 52

1
mr)r(mmrJ zP  . 

 22
11

18

5

2

1
1

mvJT zP  . (2) 

Такой же результат можно получить при использовании формулы 

22

2

1

2

1
 CzC JтvT . 

Аналогично для колеса 2: 

 
r

r

PC

BP

v

vB 3

22

2

2

 .  

  vv
3

1
2  . (3) 

r

v

BP

vB

31

2  . 

222 2
2

mrmrmrJ zP  . 

 22
22

9

1

2

1
2

mvJT zP  . (4) 

Кинетическая энергия системы: 

2 

R r 

α 

С2 P2 

vB 

B 

v2 

R 

g 

1 

r 

3 

α 

Рис. 17 

О 

r 

С1 

P1 

vA 

A 

v1 
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 22
121

18

7

2

1
1

mvJTTT zP  . (5) 

Интегрируем по времени (1) и (3) при нулевых начальных услови-

ях, получим соотношения для соответствующих перемещений: 

ss
3

2
1  .   ss

3

1
2  . 

1 2 1 2sin sine

k G G

k

A A A mgs mgs        

 







 sinmgssinssmg

3

1

3

1

3

2
. (6) 

По теореме об изменении кинетической энергии механической си-

стемы с учетом (5) и (6):  


k

e
kATT 0 . 

 sinmgsmv
3

1

18

7 2 . 

C учетом  rv ,  rs  получим: 

 3
2
3

7

6





r

sing
. (7) 

33
7

6





r

sing
. 

Дифференцируем (7) по времени: 

333
7

6
2 




r

sing
. 

Сокращая 3 , находим 3 : 

r

sing

7

3
3


 . 

Ответ.    33
7

6





r

sing
. 

r

sing

7

3
3


 . 
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Решение задачи Д4. 

Рассмотрим движение точки М как 

сложное: переносное движение – вращение 

вместе со стержнем, относительное движе-

ние – движение вдоль стержня (рис. 18).  

                           М е rv v v  . 

Обозначим через ψ  угол поворота ОАВ. 

Его угловая скорость: 
ψd

dt
 . Закон сохра-

нения кинетического момента: 

 ,1 ,0.z zK K  (1) 

Здесь  

,0 0zK  , 

 ,1 2 2ω+z z е rK J m v OM m v ОА    . (2) 

Момент инерции стержня 
2

1

3
z

m l
J  , 2 2 2

rOM l s  , где rs AM . 

Переносная и относительная скорости точки М равны: еv OM  , 

r
r

ds
v

dt
 . Из (1), (2) получаем с учетом того, что в начальный и конеч-

ный моменты 0 = 0AM  и 1= 2AM l , соответственно: 

 2 2
2 2

ψ
( ) r

z r

dsd
J m l s m l

dt dt
   . 

 

1ψ 2

2 2 2
0 0 2 2

ψ
l

r

z r

ds
d m l

J m l m s


 
  . 

1
2 2

2 2

2 2

2
ψ arctg

z z

l l

J m l J m l

m m


 

. 

Обозначим для удобства: 
2

2 2

2

2 1 2

3

3z

m l m
k

J m l m m
 

 
. Тогда 

А 

О 

φ 

В 

M 

Рис. 18 

ψ 

ve vr 

ω 
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1ψ  arctg2k k . 

Из геометрических соображений для конечного положения: 

1
1 1

2
tg(ψ φ ) 2

AM l

OA l
    . 

1 1ψ φ arctg2  . 

1 1φ arctg2 ψ arctg2  arctg2k k    . 

Заметим, что так как 1k  , то 1φ 0 . 

Ответ.   arctg 2 arctg 2k k   ,  где 
21

2

3

3

mm

m
k


  . 

 


